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Abstract

Das Paper [4] beschreibt eine neue Animationstech-
nik f�ur die Bewegung von einem warmen Gas, das
mit der Umgebung interagiert. Die physikalisch ba-
sierte Methode eignet sich vor allem f�ur Szenen mit
aufsteigendem Dampf, rollendem Rauch (z.B. nach
einer Explosionen) und st�urmischem Wind; oder
auch f�ur die komplexen verwirbelten Gasbewegun-
gen die entstehen bei Hitze�ubertragungen (z.B. einer
heissen Teetasse) oder beim Ausstr�omen eines Ga-
ses aus einer D�use (z.B. ein Kamin). Die Methode
kombiniert spezielle Formen von Gasbewegungsglei-
chungen mit dem L�osen von Volumen-Di�erential-
Gleichungen bei grober Au�osung. Im Paper wird
viel Wert auf E�zienz, Genauigkeit, Stabilit�at und
Einfachheit des vorgestellten Algorithmus' gelegt.

1 Einleitung

Die realistische Darstellng von Wolken, Nebel,
Dampf und Rauch ist in der Computergraphik ei-
nes der attraktivsten, aber leider auch schwierigsten
Probleme. Das Interesse an der Visualisierung dieser
Ph�anomene ist seit Anfang der 80er-Jahre vorhan-
den. Das so schwierig zu realisierende Verhalten von
Gas entsteht, wenn Gase mit unterschiedlicher Tem-
peratur und Geschwindigkeit sich mixen oder solide
Objeke umiessen.

Zur kompletten Simulation eines Gases ben�otigt
man 3 Komponenten: Die Repr�asentation des Gases,
ein Modell f�ur dessen zeitliches Verhalten im Raum
und schlussendlich ein Beleuchtungsmodell.

Blinn [1] und Kajiya und von Herzen [7] geh�orten
zu den Ersten, die versucht haben, Gas zu vi-
sualisieren. Die Beleuchtungsmodelle, die sie ent-
wickelten, waren schon sehr gut und geh�oren heu-
te noch zum Standard, doch die Endresultate waren
entt�auschend { das Problem waren die Gasmodellie-
rungsalgorithmen.

1985 stellte Gardner [5] neue und �ausserst einfache

Modellierungs- und Renderingalgorithmen vor. Sei-
ne Wolken kreierte mit Hilfe von Fourier-Synthese,
d.h. er benutzte eine Kombination von Sinus-
Funktionen und ver�anderte dabei laufend Frequenz,
Amplitude und Phase. Er f�uhrte also eine Inver-
se Fourier Transformation durch, wobei er ein 1=f -
Spektrum erzeugte (f ist die Frequenz). So einen
Pseudeo-Zufallsgenerator zu entwickeln, war aber
st�andig ein Kampf gegen das Auftreten von re-
gul�aren Mustern. Doch mit der Zeit gab es be-
stimmte `Magical Numbers' die gute Resultate er-
zeugten. Er benutzte nicht wie Blinn und Kajiya
Volume- Rendering zur Visualisation, sondern ent-
wickelte eine fr�uhe Form des soliden 3D-Texturing:
Seine Fourier-Synthese lieferte in jedem Punkt im
Raum einen Transparenz-Wert. Und nun benutzte
Gardner die visuelle Eigenschaft der Wolken, dass sie
die Form von Ellipsoiden haben. Er wertete einfach
die Transparenz-Werte auf der Ober�ache eines El-
lipsoiden aus und schw�achte diese noch zweidimen-
sional nach aussen ab. So waren nat�urlich keine `Fly-
Throughs' m�oglich, und `Fly-Arounds' sahen auch
nicht besonders gut aus. Doch die Wolken-Bilder,
die Gardner erzeugte, waren absolut realistisch.

Im gleichen Jahr entwickelte Perlin [8] seine
ber�uhmten Noise- und Turbulenz-Funktionen. Die-
se wurden nat�urlich auch zum Modellieren von Gas
benutzt. Besonders erfolgreich damit, war Ebert ab
1989 ([2] und [3]). Wie Gardner versuchte er beim
Modellieren die visuellen Eigenschaften der Szene-
rie zu erfassen, und diese umzusetzten. Zum Bei-
spiel: Je h�oher, der Dampf steigt, desto mehr ver-
�uchtigt er sich { also hat Ebert die Turblenz-
Funktion nach oben abgeschw�acht. Besonders gute
Resultate konnte er bei Animationen erzeugen, in-
dem er m�uhsam, und mit viel `Trial and Error' Wir-
bel von Hand einf�ugte und viele Paramter �anderte.
Letzteres ist besonders schwierig, da die Parameter
meistens nicht physikalischer Herkunft sind. Ebert
hat aber auch die Volume-Rendering-Algorithmen
von Blinn und Kajiya perfektioniert.
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Eine andere Methode entwickelte Sakas [10]: Er
benutzte zur Erzeugung von Dichtefeldern auch
spektrale Synthese. Nur berechnete er auch gleich
noch die Entwicklung des Feldes �uber die Zeit, ein
Art 4D-Turbulenz. Diese zeitliche Entwicklung ist
aber nur auf einfache Translationen des Gases be-
schr�ankt, das bedeutet, dass die Methode nur in ein-
fachen Szenerien �uberzeugen kann.

Die bisher realistischsten Animationen wurden
aber von Stam und Fiume erzeugt ([11] und [12]).
Sie modellierten nicht das Gas, sondern das Wind-
feld indem das Gas sich bewegt. Diese turbulenten
Windfelder haben den Vorteil, dass Periodizit�aten
darin weniger au�allen. Sie waren auch die Ersten,
die versuchten physikalische Ans�atze umzusetzten.
Doch besonders beeindruckend sind ihre Rendering-
methoden.

Alle diese Ans�atze haben gemeinsam, dass sie nur
ein Medium simulieren und den Einuss des Ande-
ren absch�atzen m�ussen. Das obwohl das Mischen von
Gasen unterschiedlicher Temperatur und Geschwin-
digkeit der Hauptgrund f�ur die interessanten Gas-
Ph�anomene ist. Dieses Paper stellt nun eine total
physikalisch basierte Animationsmethode vor, die al-
len Ph�anomenen gerecht wird. Dazu werden in Teil
2 die physikalischen Grundlagen erl�autert. In Teil 3
werden die Erkenntnisse umgesetzt und es entsteht
ein Algorithmus. Am Schluss werden noch die Re-
sultate, Vor- und Nachteile diskutiert.

2 Ein Gas-Modell f�ur Compu-

tergraphik

Die Bewegung eines Gases wird durch folgende Fak-
toren beeinusst: Erstens, ist die Geschwindigkeit,
mit der es in die umgebende Luft str�omt, entschei-
dend. Mixt sich das schnellere Gas mit dem Langsa-
meren, dann werden durch Reibung Kr�afte �ubertra-
gen und das langsame Gas wird mitgeschleppt. Auf
diese Weise k�onnen neue Wirbel entstehen. Zweitens
spielt die Temperatur eine grosse Rolle, denn heisse-
res Gas steigt schneller als solches, das sich bereits
mit der k�uhleren Umgebung vermischt hat. Folge
dieses thermischen Auftriebes sind weitere Turbu-
lenze�ekte. Auch Objekte, um die das Gas herum-
iessen soll, haben chaotischen Einuss auf dessen
Verhalten. Schlussendlich h�alt die Molekularbewe-
gung das Gas selbst dann noch in Bewegung, wenn
die Bedingungen ruhig sind

Zur Repr�asentation eines Gases ben�otigt man ein
skalares Temperaturfeld T , ein skalares Druckfeld
p und ein vektorielles Geschwindigkeitsfeld u. Mit

Hilfe dieser Angaben kann nun in den beiden fol-
genden Abschnitten ein massgeschneidertes Modell
entwickelt werden.

2.1 Navier-Stokes-Gleichung

Die Navier-Stokes-Gleichung ist die Grundgleichung
f�ur die Hydrodynamik viskoser Fl�ussigkeiten. Zu-
sammen mit der Kontinuit�atsgleichung (div u = 0)
kann sie alle Str�omungen inkompressibler Fl�ussigkei-
ten, insbesondere auch turbulente Str�omungen, be-
schreiben.
Beschr�ankt man das Modell auf die allt�aglichen

Bedingungen, d.h. keine von Explosionen herf�uhren-
den Schockwellen, so l�asst sich die Navier-Stokes-
Gleichung folgendermassen vereinfachen: Solange
die maximale Gasgeschwindigkeit unterschall ist,
kann man annehmen, dass das Gas inkompressibel
ist. Auch den Einuss der molekularen Bewegung
und der Schwerkraft kann vernachl�assigt werden.
Die Navier-Stokes-Gleichung beschreibt die �Ande-

rung der Geschwindigkeit des Gases in einem �niten
Element an einem �xen Ort im Raum { also nicht die
Geschwindigkeits�anderung eines mitiegenden Par-
tikels:

@u

@t
= �r � (ru) � (u � r)u�rp; (1)

wobei r der Gradientenoperator ist, und � ist das
innere Produkt. Der zweite Term rechts ((u � r)u)
stellt die Geschwindigkeits�ubertragung durch die
Nachbarn dar. Ist der Druck in einer benachbarten
Region tiefer rsp. die Geschwindigkeit h�oher, so ent-
steht eine Sogwirkung entlang dem Gradienten des
Drucks { dies ist enthalten im dritten Term (rp).
Der erste Term rechts (�r � (ru)) h�angt von der
Kr�ummung der Geschwindigkeitsverteilung ab und
dr�uckt die Reibungskraft aus. Dementsprechend be-
zeichnet � die dynamische Viskosit�at. Die Werte f�ur
� sind im Bereich von 0.01 (je kleiner, desto dick-
�ussiger das Gas).

2.2 Thermischer Auftrieb

Die Kr�afte, die durch den thermischen Auftrieb ent-
stehen, k�onnen folgendermassen modelliert werden:

Fbv = ��gv(T0 � Tk); (2)

wobei gv ist die Gravit�at in vertikaler Richtung, �
ist der Koe�zient der thermischen Expansion (im
Bereich von 10�3), T0 ist eine initiale Referenztem-
peratur (z.B. Zimmertemperatur: 28�C) und Tk ist
die mittlere Temperatur an der Wand zwischen zwei
Gaszellen.
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Um (2) benutzen zu k�onnen, muss auch die Ent-
wicklung der Temperatur �uber die Zeit berechnet
werden. Die Di�erentialgleichung dazu lautet

@T

@t
= �r � (rT )�r � Tu: (3)

Diese Gleichung beschreibt, wie sich die Temperatur
in einem Punkt im Raum ver�andert. Zwei Faktoren
spielen hier eine Rolle: Benachbarte Zellen �ubertra-
gen die W�arme durch den Fluss, der zwischen ih-
nen statt�ndet (r � Tu) und Temperatur�anderun-
gen, die durch molekulare Bewegungen entstehen {
dies entspricht dem ersten Term rechts (�r � (rT )).
� repr�asentiert dabei die turbulente und molekulare
Di�usion, normalerweise Werte zwischen 0:1 und 10.
Hat man (3) in jedem Punkt des Volumen gel�ost,

kann man daraus mittels (2) die Auftriebskraft be-
rechnen. Diese Kraft beeinusst die (vertikale) Ge-
schwindigkeit und kann zur Navier-Stokes-Gleichung
(1) hinzuaddiert werden:

@u

@t
= �r � (ru)� (u � r)u�rp+Fbv: (4)

Die beiden Gleichungen (3) und (4) zusammen bil-
den nun den physikalischen Grundbaustein, auf dem
diese Animationsmethode aufbaut.

3 Erstellen eines e�zienten

Animations-Systems

Basierend auf dem im 2.Teil vorgestellten Gas-
Modell und dessen Gleichungen, wird jetzt ein
Animations-System gebildet. Die Autoren haben die
Szenerie und die Gleichungen dermassen approxi-
miert, sodass E�zienz und Genauigkeit akzeptabel
bleiben.

3.1 Approximation der Szenerie

Die gesamte Simulationsumgebung wird mittels ku-
bischen Zellen approximiert (Abbildung 1), denn so
kann die Komplexit�at der Szenerie stark reduziert
werden. Auch, wie man im n�achsten Abschnitt sehen
wird, k�onnen so die Gleichungen (3) und (4) optimal
und auf einfache Art und Weise gel�ost werden.
Einen Voxel mit Seitenl�ange �� kann man sich

folgendermassen vorstellen (Abbildung 2): Er wird
identi�ziert durch seine Position i; j; k im Raum
(bzw. im Volumendatensatz) relativ zum Ursprung
in x; y; z-Richtung. Im Zentrum einer Zelle repr�asen-
tieren die Variablen Ti;j;k und pi;j;k die Durch-
schnittstemperatur und den mittleren Druck inner-
halb einer Zelle. In der Mitte jeder Seitenwand wird

Abbildung 1: Voxel-Approximation der Szenerie.

Abbildung 2: Ein Voxel mit Seitenl�ange �� .

die Geschwindigkeit des Flusses zwischen den bei-
den benachbarten Zellen angegeben: ux;uy;uz bzw.
u; v; w. Genau zwischen den beiden Zellen i; j; k
und i + 1; j; k iesst der Fluss mit Geschwindigkeit
ui+1=2;j;k. Hat man dieses Gitter aufgebaut, kann
man mit Hilfe von (3) und (4) die Entwicklung von
Temperatur, Druck und Geschwindigkeit in jedem
Voxel �uber die Zeit berechnen. Dann kann mittels
linearer Interpolation zu jeder Zeit die Tempera-
tur, Druck und Geschwindigkeit in jedem beliebigen
Punkt berechnet werden. Ein Beispiel: die Geschwin-
digkeit im Zentrum der Zelle i; j; k in x-Richtung ist
(ui�1=2;j;k + ui+1=2;j;k)=2.

3.2 Anwenden der Gleichungen auf

das Gitter

Mit der Methode der Finiten Di�erenzen formt man
(3) und (4) um, sodass die Gleichungen ideal auf das
Gitter angewandt werden k�onnen. Anhand von (3)
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wird im Folgenden gezeigt, was man unter \Finiten
Di�erenzen" versteht. Ein Di�erential-Term wie

@T

@y

kann mit der Taylor-Entwicklung approximiert wer-
den. Es entsteht dann

@T

@y
=

1

2h
(T (y + h)� T (y � h)) +O(h2); (5)

wobei h die �nite Distanz, �uber die abgeleitet wurde,
darstellt. �Ahnlich kann die Ableitung zweiter Ord-
nung geschrieben werden als:

@2T

@y2
=

1

h2
(T (y + h)� 2T (y) + T (y � h))

+ O(h2): (6)

W�ahlt man �� f�ur h, dann kann man (6) folgender-
massen approximieren:

@2T

@y2
=

1

��2
(Ti;j+1;k � 2Ti;j;k + Ti;j�1;k):

Mit dieser Technik ist es nun m�oglich (3) nur mit
den Variablen im Gitter auszudr�ucken. Zuerst muss
man aber (3) expandieren:

@T

@t
= �

�
@2T

@x2
+

@2T

@y2
+

@2T

@z2

�

�

�
@Tu

@x
+

@Tv

@y
+

@Tw

@z

�
: (7)

Jetzt kann die Methode der Finiten Di�erenzen an-
gewandt werden. F�ur die Ableitungen zweiter Ord-
nung wird wie oben h := �� gesetzt. F�ur die Ablei-
tungen erster Ordnung ist h := 1

2
�� .

Tn+1
i;j;k

= Tn

i;j;k

+ �t
�
(1=��)[(Tu)n

i�1=2;j;k � (Tu)n
i+1=2;j;k

+ (Tv)n
i;j�1=2;k � (Tv)n

i;j+1=2;k

+ (Tw)n
i;j;k�1=2 � (Tw)n

i;j;k+1=2]

+ (�=��2)[(Tn

i+1;j;k � 2Tn

i;j;k
+ Tn

i�1;j;k)

+ (Tn

i;j+1;k � 2Tn

i;j;k + Tn

i;j�1;k)

+ (Tn

i;j;k+1 � 2Tn

i;j;k
+ Tn

i;j;k�1)]
	
; (8)

wobei ein Term wie (Tu)n
i+1=2;j;k repr�asentiert den

Temperaturuss zwischen den beiden Zellen (i; j; k)
und (i+ 1; j; k). Er l�asst sich leicht berechnen:

(Tu)n
i+1=2;j;k =

un
i+1=2;j;k

2
(Tn

i;j;k + Tn

i+1;j;k):

Zur Erl�auterung von (8): Der Index von T zeigt
dessen zeitliche Entwicklung an: Tn ist der Wert
von T zu einem Zeitpunkt t, w�ahrend Tn+1 der
Wert zum Zeitpunkt t+�t ist. Auf die selbe Weise,
wie man aus (3) mittels Finiten Di�erenzen (8) ent-
wickelt hat, kann man auch (4) umformen, sodass
am Schluss un+1

i;j;k
durch un

i;j;k
ausgedr�uckt werden

kann. Das Druckfeld wird im n�achsten Abschnitt be-
handelt.

3.3 Sicherstellen der Genauigkeit

Die Voxel-Approximation erm�oglicht eine e�zien-
te L�osung der Gleichungen, hat aber den Nachteil,
dass sich Berechnungsfehler der Ordnung O(��2)
einschleichen (in Folge der Taylor-Approximation
bei (5) und (6)). Bei der Temperatur T kann die-
ser Fehler vernachl�assigt werden; nicht aber bei der
Geschwindigkeit u, denn sie repr�asentiert auch die
Masse, die durch die Zelle hindurch iesst. Es soll-
te gleichviel Gas aus der Zelle hinausstr�omen, wie
hereinstr�omt, denn ansonsten wird Masse erschaf-
fen oder vernichtet { und das widerspricht dem Satz
der Massenerhaltung. Das bedeutet, dass in keinem
Punkt im Raum eine Quelle oder Senke vorhanden
sein darf, d.h. die Divergenz muss �uberall gleich Null
sein. Die Kontinuit�atsgleichung dr�uckt dies aus:

r � u = 0: (9)

Diesen Term wieder mit Taylor approximiert, und
anschliessend in Gitter-Variablen ausgedr�uckt, er-
gibt die Massen-Divergenz im Zentrum einer jeden
Zelle:

(r � u)i;j;k = (1=��)[ui+1=2;j;k � ui�1=2;j;k

+ vi;j+1=2;k � vi;j�1=2;k

+ wi;j;k+1=2 � wi;j;k�1=2]: (10)

Dieses Skalarfeld muss nun in jeder Zelle gleich
Null sein. Dazu m�ussen die entstandenen Fehler im
Geschwindigkeitsfeld korrigiert werden. Dieses Pro-
blem entspricht dem L�osen der klassischen Poisson-
Gleichung. Im Folgenden ein bekannter numerischer
L�osungsansatz.
Man de�niert ein Potentialfeld 	, das mit Nullen

initialisiert wird, und bei jedem Frame, wird 	 so-
lange geupdatet, bis die Abbruchbedingung erf�ullt
ist.

	h+1
i;j;k

=
2

8=��2
f�(r � u)i;j;k

+
1

��2
[	h

i+1;j;k +	h

i�1;j;k

+ 	h

i;j+1;k +	h

i;j�1;k

+ 	h

i;j;k+1 +	h

i;j;k�1]g �	h

i;j;k
(11)
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ist die Updating-Regel, die die (r � u)i;j;k-Werte
aus dem in (10) berechneten Skalarfeld benutzt. Ge-
stoppt wird die Iteration, wenn f�ur jede Zelle Fol-
gendes gilt:

����
j	h+1

i;j;k
j � j	h

i;j;k
j

j	h+1
i;j;k

j+ j	h

i;j;k
j

���� < ": (12)

Konvergenz wird meistens nach 8-20 Iterationen pro
Frame erreicht. Wobei " im Bereich von 10�4 liegt.
Ist die Iteration konvergiert, muss mit 	 nun das

Geschwindigkeitsfeld u korrigiert werden. Dabei re-
pr�asentiert 	 die relative Diskrepanz der Masse zwi-
schen benachbarten Zellen. Das bedeutet, um (9) zu
erf�ullen, wird umit den Gradienten von 	 korrigiert:

un+1
i+1=2;j;k = un+1

i+1=2;j;k �
	i+1;j;k �	i;j;k

��
;

vn+1
i;j+1=2;k = vn+1

i;j+1=2;k �
	i;j+1;k �	i;j;k

��
;

wn+1
i;j;k+1=2 = wn+1

i;j;k+1=2 �
	i;j;k+1 �	i;j;k

��
: (13)

Auf diese Weise bleibt die Berechnung physika-
lisch korrekt. Der tolle Seitene�ekt: Es kann gezeigt
werden, dass der Gradient des Druckfeldes pi;j;k dem
Gradienten des Potentialfeldes 	i;j;k entspricht.

Stabilit�at

Genauigkeit eines Algorithmus' ist sehr wichtig, ist
jedoch wertlos, wenn dieser nicht stabil l�auft. Es
m�ussen zwei Bedingungen erf�ullt werden, sodass
Stabilit�at garantiert werden kann. Erstens, kein Gas-
Partikel darf innerhalb eines Zeitschrittes �t durch
einen ganzen Voxel hindurch:

�tjuj < ��: (14)

Wobei juj die maximale Gasgeschwindigkeit ist und
�t ist ungef�ahr 1

30sec. Die zweite Bedingung beein-
tr�achtigt die dynamische Viskosit�at �. Lineare Ana-
lysis hat gezeigt, um die Navier-Stokes-Gleichung
mit Finiten Di�erenzen stabil zu l�osen, gilt f�ur �:

� > (�t=2)max[u2; v2; w2]: (15)

3.4 Randbedingungen

Das Voxel-Gitter erm�oglicht nicht nur e�ziente
L�osungen der Gleichungen, sondern man kann mit
ihm das Verhalten der Interaktion vom Gas mit Ob-
jekten modellieren. Die Ober�acheneigenschaften ei-
nes Objektes { die Randbedingungen { k�onnen be-
liebig eingestellt werden.

Abbildung 3: Temperatur und Geschwindigkeit an
der Grenze zwischen Objekt und Gas

Objekt-Typ u v T

Rauh, steinig (viel Turbulenz) �u0 0 T0
Standard (wenig Turbulenz) 0 0 T0
Glatt (keine Turbulenz) u0 0 T0
O�enes Fenster 0 vx Tx
Heisse Gas-D�use 0 vx Tx
Warme Suppe 0 0 Tx

Tabelle 1: Beispiele verschiedener Randbedingun-
gen. Index x bedeutet, dass der Animator den Wert
w�ahlen kann.

Eine solche \Randsituation" wird in Abbildung 3
zweidimensional skizziert. Die oberen 3 Zellen sind
Teil des Objektes, w�ahrend die untere Zelle eine Gas-
zelle mit Temperatur T0 und Geschwindigkeiten u0
und v0 ist. Wie m�ussen nun T , u und v gew�ahlt wer-
den, wenn man zum Beispiel einen Heizk�orper simu-
lieren will? Da Gas nicht durch die Ober�ache hin-
durchdringen kann, ist die Geschwindigkeit genau
an der Grenze gleich Null (d.h. v := 0). Entlang ei-
ner ideal glatten Ober�ache sollte das Gas ungest�ort
iessen k�onnen; um diesen E�ekt zu erreichen, wer-
den die zur Ober�ache tangentialen Geschwindigkei-
ten gleichgesetzt (d.h. u := u0). T entspricht der
konstanten Temperatur des Heizk�orpers.

Nun sind dem Animator keine Grenzen gesetzt,
denn er kann mit dieser Methode beliebige Objek-
te kreieren { auch o�ene Fenster (siehe Tabelle 1).
F�ur ein Standardobjekt gilt: u := 0, v := 0 und T
entspricht der Umgebungstemperatur T0. �Ubrigens
wird jetzt klar, weshalb die Autoren das Geschwin-
digkeitsfeld an der Seiten�ache der Voxels model-
liert haben und nicht im Zentrum derer (ui+1=2;j;k
anstatt ui;j;k).
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3.5 Der schlussendliche Algorithmus

Der komplette Algorithmus zur Animation von tur-
bulentem Gas kann in zwei Phasen unterteilt wer-
den. In der ersten Phase { der Initialisationsphase {
muss der Animator viele Entscheidungen tre�en:

1. Unterteilen der Umgebung in Voxel der Sei-
tenl�ange �� .

2. W�ahlen der Randbedingungen f�ur Temperatur
und Geschwindigkeit wie in Tabelle 1.

3. Bestimmen der dynamischen Viskosit�at �, der
thermischen Expansion � und der molekularen
Di�usion �.

4. Bestimmen von �t (mindestens 1
30
sec), wobei

man die Stabilit�atsbedingungen (14) und (15)
beachten muss.

Sind alle Parameter gew�ahlt, kann die zweite Phase
beginnen:

5. An den Ober�achen der Objekte die Randbe-
dingungen anwenden, und dort die neuen Werte
f�ur T und u berechnen.

6. Mit den Finiten Di�erenz-Approximationen von
(3) und (4) k�onnen Temperatur und Geschwin-
digkeit in jeder Zelle geupdatet werden. Der
Druck-Gradient muss nicht berechnet werden,
dazu kann man 	 ben�utzten.

7. Mit (10) das Divergenzfeld (r � u)i;j;k berech-
nen.

8. Solange die Abbruchbedingung (12) bez�uglich
des Potentialfeldes 	 nicht in jeder Zelle erf�ullt
ist, muss 	 gem�ass (11) geupdatet werden.

9. Mit dem Gradienten des berechneten Potenti-
alfeldes kann nun der Fehler im Geschwindig-
keitsfeld korrigiert werden (13).

10. Zur�uck zu Schritt 5 und mit neuem Frame be-
ginnen.

3.6 Rendering

Es gibt viele verschiedene Vorschl�age, wie Gas ge-
rendert werden kann. F�ur dieses Animationssystem
im Paper eignen sich Partikel-Systeme (siehe [9])
hervorragend: Massenlose Partikel werden dem Sy-
stem in einer wichtigen Stelle zugef�ugt, zum Bei-
spiel in der �O�nung des Kamins. Wie die Partikel da
verteilt werden, sei dem Animator �uberlassen (z.B.

kann er die Randbedingungen n�utzen, d.h. die Ver-
teilung proportional zu T und u w�ahlen, oder ei-
ne Noise-Funktion n�utzen). Sind die Partikel einmal
eingef�uhrt, kann mit dem Geschwindigkeitsfeld und
der alten Position die Neue (im neuen Frame) be-
stimmt werden:

xn+1
k

= xnk +�tun
x
:

Hier bezeichnet ux die Geschwindigkeit in der Posi-
tion x. ux kann mittels trilinearer Interpolation aus
den Gitterwerten berechnet werden. Die Partikel ha-
ben keinen Einuss auf das Geschwindigkeitsfeld, sie
dienen nur zur Visualisation des Vektorfeldes.
Basierend auf der momentanen Verteilung der

Partikel kann bei jedem Frame ein Dichtefeld � ge-
neriert werden. Doch auf welche Art der Anima-
tor das macht, sei ihm �uberlassen { je nachdem,
welchen E�ekt er erzeugen will. Eine M�oglichkeit
ist, jedem Partikel 1=50 `Masse' zuzuweisen. Sind
dann 50 Partikel in einer Zelle (i; j; k) ist die Dich-
te �i;j;k = �(i; j; k) = 1. Und wieder kann mittels
trilinearer Interpolation die Dichte an jedem Ort be-
stimmt werden. Bei diesem Dichtefeld kann �ubrigens
eine beliebig feinere Au�osung gew�ahlt werden, un-
abh�angig von der Au�osung der Gaszellen (je fei-
ner die Au�osung, desto weniger Voxelartefakte des
Volume-Renderers entstehen).
Hat man ein Dichtefeld aufgebaut, k�onnen ver-

schiedene Volume-Rendering-Techniken verwendet
werden. Das einfachste Verfahren (aus [2]): F�ur je-
den Pixel im Bild einen Strahl durch das Dichte-
Volumen schicken und die Transparenz der Wolke in
diesem Pixel berechnen. Nur hat man hier, nicht wie
beim �-Blending, keine vorgegebene Attenuations-
funktion. Doch die Dichte entlang dem Strahlpara-
meter s bildet die Attenuationsfunktion. Diese muss
au�ntegriert und exponential abgeschw�acht werden.
Numerisch (

P
statt

R
) geschrieben sieht das Ganze

folgendermassen aus:

Transparenz = e
��

P
s
far

snear

�(x(s);y(s);z(s))�s
:

� ist hier die optische Tiefe des Materials, snear ist
der Punkt indem der Strahl in den Volumendaten-
satz eintaucht und bei sfar tritt er aus.
Nat�urlich kann auch ein bessere Low-Albedo Be-

leuchtungsmodell eingesetzt werden. Das lohnt sich
vor allem, wenn Lichtquellen in der Szenerie vorhan-
den sind. Die Gesamtintensit�at ergibt sich nun durch
Integration des Dichtefeldes entlang dem Strahlpa-
rameter s, gewichtet mit der jeweils davorliegenden
Attenuation:

Helligkeit =

sfarX
snear

e
��

P
s

snear

�(x(u);y(u);z(u))�u
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� I � �(x(s); y(s); z(s)) ��s:

I bezeichnet den Einuss der Lichtquellen auf das
jeweilige Element:

I =
X
i

Ii(x(s); y(s); z(s)) � phase(�):

� ist der Winkel zwischen Lichtquelle und Au-
ge. Mit � macht die Phasenfunktion den Ein-
uss der Lichtquelle vom Winkel abh�angig. Als
Phasenfunktionen eignen sich vor allem Henyey-
Greenstein-Streufunktionen. Ii(x(s); y(s); z(s)) be-
zeichnet den direkten Einuss der Lichtquelle i. Hier
kann man nun sogenanntes `Self-Shadowing' erzeu-
gen: Die Gas-Partikel n�aher der Lichtquelle werfen
einen Schatten auf diejenigen hinter ihnen. Dazu
muss (f�ur jede Lichtquelle) ein Strahl von der Licht-
quelle weg zum Element hin betrachtet werden und
wieder dessen Attenuation berechnet werden.
Es gibt noch viele weitere Verbesserungsm�oglich-

keiten um den Realismus der Szene zu erh�ohen, z.B.
k�onnte man mit ambienten Termen ein High-Albedo
Belechtungsmodell approximieren, man k�onnte ver-
suchen den Schatten des Gases auf andere Objekte
zu visualisieren oder wie das Gas von einer spiegeln-
den Ober�ache reektiert wird. Besonders heraus-
zuheben sind die Methoden von Stam und Fiume,
die unglaubliche Resultate erzeugten. Diese Anima-
tionmethode im Paper w�urde sich f�ur deren `warped
Blobs' eignen [12].

4 Resultate

In den folgenden Abschnitten, werden nun drei
Beispiele beschrieben. Alle wurden auf einer
SGI Indigo2 mit 64MB RAM berechnet. Zum
Rendering benutzten die Autoren das Tool
BMRT, eine FreeWare-Implementation des
RenderMan-Standards. Die Animationen sind
auf dem Siggraph'97-Video. In Tabelle 2 sind die
entsprechenden Berechnungszeiten angegeben.

Dampf

Bild 4 zeigt einen Heizungsraum; bei dieser Anima-
tion kann man sehr gut sehen wie das Gas um das
Gitter und die anderen Objekte herumiesst. Eine
Au�osung von 40 � 60 � 40 mit �� := 0:1 wurde
benutzt. Das Gas wird durch ein Druckventil abge-
lassen, das durch ein paar Voxels mit entsprechen-
den Randbedingungen simuliert wird. Die Eintritts-
geschwindigkeit betr�agt 0:3m=s und der Dampf ist
80�C warm. Daraus resultiert eine H�ochstgeschwin-
digkeit des Gases jujmax von 0:35m=s.

Abbildung 4: Dampf entweicht in ein Heizungsraum

Abbildung 5: Drei Ventile erzeugen Turbulenzen

Unter fast denselben Umst�anden simuliert die
zweite Animation (Bild 5) drei solcher Ventile.
Bei beiden Beispielen wurden durchschnittlich 2000
massenlose Partikel pro Sekunde eingef�uhrt.

Rauch

Das Frame aus der dritten Animation (Bild 6) zeigt,
wie der Rauch eines Kamins aufsteigt und vomWind
mitgeschleppt wird. Der Wind hat eine Geschwin-
digkeit zwischen 2m=s und 3m=s. Er wird simuliert,
indem die Zellen links am Rand des Gitters folgende
Eigenschaft haben:

un+1w = 0:98unw + 0:24�t�(t):

Wobei �(t) eine Zufallszahl zwischen �1 und 1 ge-
neriert. Die Konstanten haben keinen physikalischen
Hintergrund, es sind nur `Magical Numbers' die gu-
te Resultate liefern. Der Rauch verl�asst den Ka-
min mit einer Geschwindigkeit von 0:8m=s mit einer
Temperatur von 46�C. Die Voxel-Au�osung liegt bei
60�60�45 mit �� := 1:0 (und jujmax = 3:4m=s). Aus
Tabelle 2 ist ersichtlich, dass wegen dem Windfeld
fast doppelt soviele 	-Iterationen ben�otigt werden
wie in den Animationen vorher.
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Abbildung 6: Rauch tritt aus dem Kamin aus

Bild Berechnungszeit 	- Renderzeit
(s=frame) Zyklen (m=frame)

4 24 10 38
5 28 13 45
6 49 20 14

Tabelle 2: Die durchschnittlichen Berechnungs- und
Renderingzeiten f�ur alle drei Beispiele.

5 St�arken und Schw�achen der

Methode

Das Verfahren im Paper erm�oglicht, auf e�ziente
Art und Weise, das Verhalten von Gas zu simulieren.
Da das Ganze aber ein Kompromiss zwischen E�zi-
enz und Genauigkeit ist, hat der Algorithmus auch
ein paar Schw�achen. Erstens, es k�onnen keine Wirbel
erzeugt werden, die kleiner als die Gitterau�osung
sind. Will man also genauere, kleinere Wirbel, muss
man die Au�osung verfeinern. Doch da muss (14)
beachtet werden: Halbiert man �� so muss auch
�t halbiert werden. Das hat zur Folge, dass man
mehr Frames berechnen muss, als n�otig w�aren (ren-
dern muss man nur jedes Zweite). Aber das Gitter
hat jetzt 23-mal mehr Zellen als vorhin, das bedeu-
tet, dass der Algorithmus mindestens 8-mal l�anger
ben�otigt ein Frame zu berechnen. Die Animation mit
dem Kamin ben�otigt jetzt 49sec+ 14min � 15min
insgesamt f�ur ein Frame alle 1

30sec. Wird �� hal-
biert, ben�otigt man f�ur ein Frame alle 1

30
sec minde-

stens 2 � 8 � 49sec+14min � 28min. W�unschenswert
w�are eine Art `Multi-Resolution-Grid', mit dem man
in den interessanten Regionen die Au�osung belie-
big verfeinern k�onnte, ohne dabei im ganze Volumen
mit der hohen Au�osung rechnen zu m�ussen.
Eine Schw�ache der Finiten Di�erenzen ist, dass

die Orientierung der Zellen die Resultate verf�alschen
kann. Gaspartikel, die diagonal durch eine Zelle
str�omen, weisen mehr Di�usion auf, als diejenigen,

die Achsen-parallel str�omen. Der Fehler kann im All-
gemeinen vernachl�assigt werden (siehe Animation
mit den 3 Ventilen), aber es ist doch empfehlens-
wert, das Voxelgitter bestm�oglich zu platzieren.

Auf bewegte Objekte wurde im Paper auch nicht
eingegangen, obwohl damit viele interessante E�ekte
erzeugt werden k�onnten. Aber die Autoren haben
sich in ihren fr�uheren Paper �uber `Fluid Dynamics'
damit besch�aftigt und schreiben, dass man die dort
entwickelten Methoden auch in diesen Algorithmus
implementieren k�onnte.

Eine weitere Schw�ache der Methode ist, dass Vek-
torfelder berechnet werden und Partikelsysteme zur
Visualisation gebraucht werden m�ussen. Partikelsy-
steme erfordern grosse Datenstrukturen. Nat�urlich
sind die fr�uher durch Turbulenz erzeugten Dichte-
felder viel weniger aufwendig zu handhaben.

Die fr�uheren Methoden verlangten grosses Ge-
schick und viel Geduld vom Animator, um die vi-
suellen E�ekte von Gas nachzuahmen. Doch all die-
se `Noise'-Methoden, vom besten Animator kreiert,
k�onnen in keinster Weise mit der Methode im Pa-
per mithalten, wenn man den erzielten Realismus
betrachtet: Es k�onnen Wirbel erzeugt werden, Ob-
jekte werden vom Gas umossen, kaltes Gas tri�t
auf heisses Gas, der thermische Auftrieb wird simu-
liert und Randbedingungen k�onnen auf einfache Art
und Weise erstaunende E�ekte erzeugen. Diese Me-
thode im Paper ist eine der Ersten, die das Problem
der Visualisation von Gasph�anomenen mit physika-
lischen Ans�atzen (Navier-Stokes) versucht zu l�osen,
und wie die Beispiele zeigen, mit grossem Erfolg.
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